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CONVERGENCIA DE SERIES E INTEGRALES DE
FOURIER: UNA HISTORIA INTERMINABLE
JAVIER DUOANDIKOETXEA
El estudio de la representacio´n de una funcio´n por una serie tri-
gonome´trica comenzo´ hace 200 an˜os con los trabajos de Fourier. Los
resultados cla´sicos del siglo XIX establecieron criterios de convergen-
cia (Dirichlet, Lipschitz, Dini, Jordan), pero tambie´n se demostro´ la
existencia de funciones continuas con serie de Fourier divergente en un
punto. Finalmente, los me´todos de sumabilidad (Fe´jer) mostraron que,
aplicados al caso de funciones continuas, la funcio´n se recupera como
l´ımite uniforme.
Al principio del siglo XX, el ana´lisis matema´tico sufrio´ una impor-
tante transformacio´n que condujo a plantear el problema en nuevos
te´rminos entre los que destacamos la convergencia en la norma de Lp
y la convergencia en casi todo punto. Los resultados ma´s notables en
una dimensio´n son debidos a Kolmogorov (una funcio´n integrable con
serie de Fourier divergente en todo punto), a M. Riesz (convergencia
en Lp para 1 < p < 1) y a Carleson-Hunt (convergencia en casi todo
punto para funciones en Lp con 1 < p  1).
El estudio de las mismas cuestiones en dimensiones mayores presenta
problemas que au´n no esta´n completamente resueltos. Un caso espe-
cialmente interesante es el de la convergencia y sumabiidad esfe´ricas.
La cuestio´n de la convergencia esfe´rica en Lp quedo´ cerrada por el
resultado de Ch. Fe↵erman (1971) que afirma que el multiplicador de
la bola solo esta´ acotado en L2. Sin embargo, el problema de la con-
vergencia en casi todo punto sigue abierto para p entre 2 y 2n/(n  1).
La sumabilidad esfe´rica corresponde a los operadores de Bochner-
Riesz, cuyo estudio se inicio´ en los an˜os 1930. Bochner identifico´ el
ı´ndice cr´ıtico, (n 1)/2, por encima del cual la solucio´n es satisfactoria
tanto en norma como en casi todo punto. Por debajo del ı´ndice cr´ıtico
aparecieron en los an˜os 1950 un rango de resultados negativos (Herz)
y un primer rango de resultados positivos alrededor de p = 2, obtenido
por Stein a trave´s de la interpolacio´n anal´ıtica de operadores.
En dimensio´n dos la acotacio´n en norma del operador de Bochner-
Riesz en todo el rango posible fue probada por Carleson-Sjo¨lin (1972)
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y, posteriormente, nuevas pruebas fueron dadas por Ho¨rmander, Fef-
ferman y Co´rdoba. En la misma e´poca se probaron resultados parciales
en dimensiones mayores usando el teorema de restriccio´n de la trans-
formada de Fourier.
Durante un tiempo no hubo avances en dimensio´n superior a dos,
hasta que nuevos resultados sobre la funcio´n maximal de Kakeya y,
posteriormente, estimaciones bilineales condujeron a mejoras del rango
debidas a Bourgain, Wol↵, Tao-Vargas-Vega, Lee y Bourgain-Guth,
aunque en ningu´n caso se ha conseguido un resultado completo para
dimensio´n 3 o superior.
En cuanto al problema de la convergencia en casi todo punto un re-
sultado importante fue obtenido por Carbery-Rubio de Francia-Vega
(1988), quienes lo probaron en el rango o´ptimo para p   2 utilizando
desigualdades con pesos potencia. Para p < 2 hay que sen˜alar un resul-
tado negativo de Tao, que excluye valores del rango conjeturado hasta
entonces, rompiendo la esperada simetr´ıa del resultado alrededor de
p = 2. Por otra parte, Tao tambie´n probo´ ciertos resultados positivos
en dos dimensiones para p < 2 fuera del rango de Stein, lo que consti-
tuye el u´nico resultado de ese tipo actualmente conocido en cualquier
dimensio´n.
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